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BAB 6 

MAKSIMUM DAN MINIMUM SUATU 

FUNGSI 
 

6.1 Pendahuluan 

Salah satu konsep inti dari analisis matematika adalah nilai 

maksimum dan minimum suatu fungsi. Konsep ini memiliki 

aplikasi luas dalam berbagai bidang seperti ekonomi, fisika, 

teknik, dan agribisnis serta masih banyak ilmu lain yang 

menerapkan konsep nilai maksimum minimum. Dalam 

kehidupan sehari-hari, kita sering dihadapkan pada masalah 

optimasi, seperti mencari cara untuk memaksimalkan 

keuntungan, meminimalkan biaya, atau menentukan efisiensi 

terbaik dalam suatu proses. Semua itu bermuara pada 

pemahaman tentang bagaimana suatu fungsi berperilaku 

dalam domain tertentu.   

 

Secara sederhana, nilai maksimum adalah titik tertinggi yang 

dapat dicapai suatu fungsi dalam rentang tertentu, sedangkan 

nilai minimum adalah titik terendah. Dalam dunia nyata, ini 

bisa berarti laba maksimum yang bisa diraih oleh sebuah 

perusahaan, atau waktu minimum yang diperlukan untuk 

menyelesaikan suatu pekerjaan. Pemahaman tentang nilai-

nilai ekstrem ini memungkinkan kita untuk membuat 

keputusan yang lebih baik dan optimal.   

 

Pendahuluan ini akan membuka pintu untuk memahami 

konsep dasar dan teknik perhitungan serta aplikasi praktis dari 

1
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nilai maksimum dan minimum. Dengan pengetahuan ini, 

pembaca akan dibekali alat yang kuat untuk memecahkan 

berbagai masalah optimasi, baik dalam konteks akademik 

maupun kehidupan nyata. 

 

6.2 Pengertian Nilai Maksimum dan Minimum 

Suatu Fungsi  

Konsep nilai maksimum dan minimum suatu fungsi telah 

menjadi salah satu topik penting. Stewart (2012) dalam 

bukunya menjelaskan bahwa nilai maksimum adalah nilai 

tertinggi yang dicapai oleh suatu fungsi pada interval tertentu, 

sedangkan nilai minimum adalah nilai terendah. Secara formal, 

fungsi 𝑓(𝑥) memiliki maksimum atau minimum pada titik 𝑥 =

𝑐 jika untuk semua nilai 𝑥 dalam daerah 𝑓(𝑥), berlaku 𝑓(𝑐) ≥

𝑓(𝑥) (maksimum) atau 𝑓(𝑐) ≤ 𝑓(𝑥) (minimum). 

 

Dalam matematika, nilai maksimum dan minimum suatu 

fungsi tidak hanya ditemukan melalui pengamatan visual 

grafik, tetapi juga melalui analisis matematis. Dengan 

menggunakan alat seperti turunan pertama dan kedua, kita 

dapat menentukan titik-titik kritis yang mungkin menjadi 

tempat fungsi mencapai nilai ekstremnya.  

 

6.3 Kriteria Penentuan Maksimum dan Minimum 

Kriteria penentuan maksimum dan minimum suatu fungsi 

berkaitan erat dengan penggunaan turunan. Thomas dan 

Finney (2010) mengemukakan pendapatnya bahwa turunan 

pertama 𝑓′(𝑥) digunakan untuk menemukan titik stasioner 

1
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yang merupakan titik di mana turunan pertama bernilai nol  

(0) atau tidak terdefinisi.  

 

Langkah-langkah dalam menentukan nilai maksimum dan 

minimum suatu fungsi yang memiliki selang interval tertentu 

diantaranya: 

a) menentukan nilai stasioner dalam interval (jika ada) 

b) Menentukan nilai-nilai fungsi pada tiap ujung interval 

c) Nilai terbesar dari nilai yang diperoleh merupakan nilai 

maksimum, sedangkan nilai terkecil merupakan nilai 

minimum. 

 

Contoh soal: 

Tentukan nilai maksimum dan minimum dari suatu fungsi 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 dalam selang interval −4 ≤ 𝑥 ≤ 4! 

penyelesaian: 

Turunan dari fungsi 𝑓(𝑥) adalah 𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 2 

Syarat stasioner adalah 𝑓′(𝑥) = 0 

2𝑥 − 2 = 0 

2𝑥 = 2 
𝑥 = 1 

Nilai stasioner: 

𝑓(1) = (1)2 − 2(1) = −1 

Nilai pada selang interval 

𝑓(−4) = (−4)2 − 2(−4) = 24 

𝑓(4) = (4)2 − 2(4) = 8 

Berdasarkan perhitungan nilai fungsi pada titik stasioner 

dan pada ujung-ujung selang interval, maka dapat 

disimpulkan bahwa nilai maksimumnya adalah 24 dan nilai 

minimumnya adalah -1. 

1

1
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Selain menggunakan turunan pertama untuk khususnya pada 

titik stasioner dan titik kritis dalam mementukan nilai 

maksimum dan minimum, dapat juga menggunakan turunan 

kedua 𝑓′′(𝑥) dalam menentukan sifat suatu titik yaitu: 

 𝑓′′(𝑥) > 0 : Minimum lokal. 

 𝑓′′(𝑥) < 0 : Maksimum lokal. 

 𝑓′′(𝑥) = 0 : Analisis lebih lanjut diperlukan. 

 

6.4 Titik Ekstrim 

Titik ekstrim dari suatu fungsi 𝑌 = 𝑓(𝑥) merupakan titik 

tertinggi atau titik terendah yang dapat dicapai oleh kurva. Hal 

ini berarti bahwa koefisien arah garis singgung terhadap 

fungsi tersebut pada titik ekstrimnya adalah nol (0). Koefisien 

arah suatu garis singgung terhadap suatu fungsi pada suatu 

titik dapat dikatatakan sebagai turunan pertama dari fungsi 

tersebut. Sehingga titik ektrim dari suatu fungsi 𝑌 = 𝑓(𝑥) akan 

tercapai pada saat turunan pertamanya sama dengan nol. 

𝑌′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓′(𝑥) = 0 

 

Berikut ini adalah contoh gambar kurva suatu fungsi: 
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dimana : 

- P dan Q adalah kurva suatu fungsi 𝑌 = 𝑓(𝑥) 

- Titik E adalah titik Ekstrim 

- Garis g adalah garis singgung terhadap kurva pada masing–

masing titik ekstrimnya dimana koefisien arahnya sama 

dengan nol. 

Dari turunan (derevative) pertama 𝑌 = 𝑓(𝑥) sama dengan nol 

atau dari 𝑌ˈ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓ˈ(𝑥) = 0 akan diperoleh absis titik ekstrim 

(XE) yang kemudian disubstitusikan terhadap 𝑌 = 𝑓(𝑥) untuk 

memperoleh ordinat titik ekstrim fungsi tersebut (YE) sehingga 

koordinat titik ekstrimnya adalah E ( XE,YE). 

Dari kedua gambar diatas ternyata pada gambar (a) kurva P 

menghadap keatas, sehingga titik E merupakan titik 

minimum dari 𝑌 = 𝑓(𝑥). Sebaliknya pada gambar (b) kurva Q 

menghadap kebawah, sehingga titik E merupakan titik 

maksimum dari 𝑌 = 𝑓(𝑥). 

Perbedaan dari kedua titik ekstrim tersebut terletak pada 

turunan kedua (derevative kedua) dari 𝑌 = 𝑓(𝑥) atau dari 𝑌′′ =

𝑓′′(𝑥) pada masing–masing absis titik ekstrim (XE) nya yaitu:  

a) Apabila 𝑌′′ = 𝑓′′(𝑥) > 0, maka titik ekstrim tersebut 

merupakan titik minimum sehingga grafiknya menghadap 

keatas berbentuk cekung.  

b) Apabila 𝑌′′ = 𝑓′′(𝑥) < 0, maka titik ekstrim tersebut 

merupakan titik maksimum sehingga grafiknya meghadap 

kebawah berbentuk cembung. 

 

Contoh Soal: 

Diketahui suatu fungsi 𝑌 = 𝑥2 − 4𝑥 + 3. Tentukan titik ekstrim 

dan titik maksimum/miinimum dari fungsi tersebut! 

1

4
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Jawab: 

1) Titik ekstrim  𝑌′ = 𝑓′(𝑥) = 0 

Maka turunan pertama dari fungsi 𝑌 = 𝑥2 − 4𝑥 + 3 

adalah 𝑌′ = 2𝑥 − 4   2𝑥 − 4 = 0 

2𝑥 = 4 

𝑥 = 2 (absis titik ekstrim) 

Pada 𝑥 = 2, maka nilai 𝑌 = (2)2 − 4(2) + 3 

𝑌 = 4 − 8 + 3 

𝑌 = −1 (ordinat titik ekstrim) 

 

2) Nilai maksimum/minimum (mencari turunan kedua) 

𝑌′′ = 𝑓′′(𝑥) = 2 > 0  

Karena nilai 𝑌′′ > 0, maka titik ekstrim tersebut 

merupakan titik minimum. 

Jadi titik 𝐸(2, −1) merupakan titik minimum dari fungsi 

𝑌 = 𝑥2– 4𝑥 + 3 sehingga kurvanya menghadap keatas 

(berbentuk cekung). 

  

1

4

8

16
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Berikut gambar kurva dari fungsi 𝑌 = 𝑥2 − 4𝑥 + 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.5 Titik Belok 

Suatu fungsi yang memiliki perubahan arah dari cekung 

(concave upward) ke cembung (concave downward) dan 

berubah kembali ke cekung (concave upward) disebut sebagai 

titik belok. Suatu fungsi yang mempunyai titik maksimum dan 

titik minimum serta tidak mempunyai titik ekstrim (maksimum 

atau minimum) maka dipastikan akan memiliki titik belok.  

Adapun syarat untuk titik belok dari suatu fungsi adalah 

turunan, ke dua (derevative kedua) dari fungsi tersebut sama 

dengan nol. Apabila persamaan fungsinya 𝑌 = 𝑓(𝑥), maka titik 

beloknya terletak pada 𝑌′′ = 𝑓′′(𝑥) = 0. 

Dari 𝑌′′ = 0 ini akan diperoleh absis titik belok (– 𝑋𝐵) yang 

kemudian disubstitusikan terhadap 𝑌 = 𝑓(𝑥) untuk 

memperoleh ordinat dari fungsi tersebut (𝑌𝐵), sehingga 

koordinat titik belok terletak pada titik (– 𝑋𝐵, 𝑌𝐵). Dalam 

masalah titk maksimum dan titik minimum dikenal dua istilah, 

yaitu : 

a) Absolut maksimum/minimum 

1    2     3 

3- 

2- 

1- 

0- 

-1 

-2 

-3 
E 

Page 11 of 16 - Integrity Submission Submission ID trn:oid:::8135:72295848

Page 11 of 16 - Integrity Submission Submission ID trn:oid:::8135:72295848



Matematika Agribisnis 

 
8 

Absolut maksimum ialah titik yang dicapai ketika 𝑌 pada 

suatu absis bernilai paling tinggi dari seluruh nilai fungsi 

𝑌 = 𝑓(𝑥),  

dimana : 𝑌′′ =  𝑘 < 0. 

Contohnya adalah titik puncak suatu parabola yang terbuka 

(menghadap) ke bawah. 

Absolut minimum ialah titik yang dicapai ketika 𝑌 pada 

suatu absis bernilai paling rendah dari seluruh nilai yang 

diperoleh pada fungsi 𝑌 = 𝑓(𝑥),  

dimana : 𝑌′′ = 𝑓′′(𝑥) = bilangan konstan positif (𝑘 > 0). 

Contohnya adalah titik puncak suatu parabola yang terbuka 

(menghadap) ke atas. 

Pada suatu fungsi kuadrat 𝑌 =  𝑓 (𝑥) baik yang menghadap 

keatas maupun yang kebawah, tidak terdapat titik belok 

karena 𝑌′′ = 𝑘 (bilangan konstan). 

 

b) Relatip maksimum/minimum 

Relatif maksimum ialah titik yang dicapai ketika 𝑌 pada 

suatu absis bernilai paling tinggi dari nilai–nilai y lain yang 

berdekatan (sekitarnya) pada fungsi 𝑌 = 𝑓(𝑥). 

Sebaliknya yang dimaksud dengan relatif minimum ialah 

titik yang dicapai ketika 𝑌 pada suatu absis bernilai paling 

rendah dari nilai-nilai y lain yang berdekatan (sekitarnya) 

pada fungsi 𝑌 = 𝑓(𝑥). 

Dengan demikian relatif maksimum/minimum terdapat pada 

fungsi yang mempunyai titik maksimum dan titik minimum 

sekaligus, sehingga mempunyai titik belok yaitu pada turunan 

(derevative) kedua sama dengan nol. Atau terdapat pada 

fungsi yang mempunyai titik ekstrim lebih dari satu. 

4
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Contoh : Y = x3 + 4x2 – 7  

1) Titik Ekstrim →Yˈ = fˈ(x)  =  0 

Yˈ=  3x2 + 8x =  0 

x  ( 3x2 + 8 ) =  0 

x1 = 0,   x2 = – 
8

3
 = –2  

2

3
 

(mempunyai dua titik ekstrim). 

Untuk x1 = 0, maka Y =  03 + 4.02 – 7  =  – 7 

Sehingga koordinat titik ekstrim yang pertama 

(E1) adalah E1 (0, –7). 

Untuk x2 = – 2
2

3
 ,  

maka Y=(–2
2

3
)3+4(–2

2

3
)2– 7=2

13

27
 

Sehingga koordinat titik ekstrim yang kedua (E2) 

adalah E2(– 2 
2

3
, 2 

13

27
 ). 

 

2) Relatif maksimum/minimum Yˈˈ = fˈˈ (x) 

Yˈ = f ˈ(x)= 3 x2 + 8x 

Y’’= f’’(x) = 6x + 8 

Untuk x1 = 0, maka Yˈˈ = fˈˈ (0) = 6.0 + 8  = 8 

Yˈˈ = 8 > 0 → minimum. 

Jadi titik ekstrim pertama E1 (0, –7) adalah merupakan 

titik relatif minimum.  

Untuk 𝑥2 = – 2 
2

3
  

maka 𝑌′′ = 𝑓′′(– 2 
2

3
 ) =  6. (– 2

2

3
) + 8 =– 8  

𝑌′′ = – 8 < 0 → maksimum. 

Jadi titik ekstrim kedua : E2 (–2 
2

3
 , 2 

13

27 
 ) adalah 

merupakan titik relatif maksimum. 

3) Titik Belok → 𝑌′′ = 𝑓′′(𝑥)  =  0 

4

11
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𝑌 =  6𝑥 +  8 =  0 

6 ( 𝑥 + 1
2

6
 ) = 0 

x   =  – 1
2

6
  =  – 1

1

3
 

Untuk x = – 1 
1

3
 , maka   

 Y = (– 1 
1

3
 )3 + 4 (– 1 

1

3
 )2 – 7 = – 2 

7

27
 

Jadi koordinat titik belok adalah : E (– 1 
1

3
 , – 2

7

27
) 

4) Gambar kurva 

Untuk menggambaar kurva 𝑌 =  𝑥3 + 4𝑥2– 7 

diperlukan titik–titik penolong yang dicari dengan 

cara tracing proses. 

Gambar : E2 ( – 2 
2

3
 , 2 

13
27

 ) 

                

 

 

 

 

 

              

  

      

 

     

 

 

 

  

E1 ( 0,-7 ) 

X 

B (– 1⅓ ,– 2 2
27ൗ ) 

0 

Y 

13
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